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11. ANALYSE STATISTIQUE BIVARIEE :

CORRELATION, REGRESSION, ET

ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES oU "A.C.P" (simple test)

ENONCE DU 11.

Pour tester un programme d'analyse
statistique multivariée débouchant sur de
'A.C.P, on étudie la structure de
corrélation de 2 vecteurs d'observations
(x1,x2) représentant 2 variables distinctes
(non précisées). Les résultats de cette
analyse sont joints a ce document, et sont
décrits ci-dessous.!

Premiérement, on donne ci-joint les
valeurs  numérigues des  Matrices
représentant les Covariances et les
Composantes Principales, pour N=1000
paires d'observations. On remarque que
les moyennes de (x1,x2) ne sont pas
nulles, mais quand méme relativement
proches de (0,0).

Deuxiemement, une visualisation
graphique dans le plan (x1,x2), figure ci-
jointe, illustre les résultats obtenus pour
un sous-ensemble des 1000 paires de
points. Noter que les axes (x1,x2) ne
sont pas représentés a la méme échelle
sur ce graphique (important).

Expliguez, commentez et exploitez
brievement les résultats présentés,
comme suit (questions 1 a 8) :

1. Retrouver les écarts-types s;,5, des 2
variables, ainsi que leur coefficient de
corrélation r .

2. Que veut dire ici "variables brutes" et
"variables normalisées" ?

3. Que représente la matrice de
covariance des CP; pourquoi est-elle
diagonale; propriétés?

4. Quelle est la difféerence entre CP
"brutes"” et "normalisées"?

5. Ecrire explicitement le systeme de
relations entre CP et variables "brutes"

! Outre I'aspect "test” évoqué, cet exercice permet
aussi de voir, dans le cas multivarié, ce qu'on peut
faire comme analyses en prenant lesvariables 2 a 2.

6. Représenter graphiquement les CP
"brutes" dans le plan (x1,x2), sur la
figure.

7. Exprimer les régressions linéaires de
x2/x1 et de x1/x2, respectivement.

8. Tracer les 2 droites de régression sur
la figure. Sont-elles confondues et
pourquoi ?

REPONSES DU 1.

1. Valeurs numeériques des écarts-
types si1,S2 et du coefficient de
corrélation r des 2 variables?.

Il fallait “intuiter’, comme I'énoncé le
suggere, que les 2 vecteurs d'observations
(x1Y x2") sont générés artificiellement
avec des statistiques exactes (Si1, S, )
spécifiées d'avance. Ces statistiqgues sont
sans doute bien reproduites car
I'échantillon est assez grand (N=1000).

D'aprés cette remarque, et vu la matrice
de covariance des variables brutes, on a :

s1=1.0311 » 1,
$,=2.0234 » 2,
r =-0.5072 » -1/2.

On peut chercher a confirmer I'hypothése
des chiffres ronds par un calcul rapide
d'erreur d'échantillonnage (erreur
quadratique moyenne ou erreur "rms")
normalisée par les écarts-types des
variables (erreur rms relative). On sait
(cf.cours) que l'erreur relative commise sur
I'écart-type (et aussi sur la moyenne) est
grossiérement en 1/ON, avec ici 1/ON =
1/G1000 » 1/30 » 3%. Or on constate
gu'on a bien s;=1 et s,=2 a quelques %
pres. L'hypothese est ainsi confortée.

Noter que les variables sont partiellement

anti-corrélées, et que leurs écart-types
sont significativement différents.

2 De I'anglais " rms error": root-mean-square error.




2. Signification des variables

"brutes" et "réduites"?.

Les variables brutes correspondent aux
observations brutes (x1°,x2%)

Les variables normalisées ou réduites
correspondent aux observations
débarrassées de leur moyenne (estimée)
et divisées par leur écart-type (estimé) :

Q) _ M _ =
(yl(i) y2(i)) - e m X, m, 9
g S 1 S 2 ﬁ

La normalisation conduit & homogénéiser
les données d'une certaine maniére : les
nouvelles variables sont toutes
adimensionnelles, de moyennes nulles et
d'écart-types unités.

Il est équivalent de faire de l'analyse
multivariée et de I'ACP sur la matrice de
covariance des variables réduites ou sur la
matrice de corrélation des variables
brutes. Par contre, 'ACP en covariance
brute n'est pas équivalente a I'ACP en
corrélation ou en covariance réduite.
L'ACP '"réduite" a l'avantage de rendre
toutes sortes de données comparables,
mais peut avoir comme désavantage
d'écraser les variables a fortes
fluctuations. D'autres types de
normalisations peuvent étre envisagés
selon la physique du probleme (exemple :
passer des débits aux débits spécifiques).

3. Signification de la matrice de
covariance des CP (diagonalité,
autres propriétés)?

Les CP obtenues par diagonalisation de la
matrice de covariance des variables
(brutes ou réduites) sont toujours
orthogonales entre elles, c'est-a-dire non
corrélées, et leur matrice de corrélation
(ou de covariance) est donc diagonale.

On peut le montrer formellement comme
suit (interprétation "algébrique" des CP).

Il n'y a ici que K=2 variables; organisons
les K variables en un vecteur colonne, en
laissant implicite les observations (i) :

1

X:

(EérD) ('>D<\
e ey end

2
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€Cx, X, CX,X, U
SoitC =a 7 ! ZQ,
=X ble Cszzu

la matrice de covariance du vecteur X
Cette matrice est symeétrique définie-
positive, et non-diagonale en général. La
diagonalisation de Cxx conduit aux
relations  ci-dessous  (cf.  Annexe
"Diagonalisation” ci-jointe).

Soit P (Ptransposée) la matrice de

passage de lancienne base (ou la

covariance est la matrice non-diagonale

Cxx) vers la nouvelle base (ou Ila

covariance est devenue diagonale) :

P): C_®C_=L=P'C
= XX =77 = = =

XX

On montre que P est une matrice
orthogonale satisfaisant :
P'P=pP"=1

La matrice P contient, en colonnes, les
vecteurs propres normés de Cyx (P’
contient les mémes vecteurs en ligne...),
et L est la matrice diagonale contenant les
valeurs propres| de Cyx.

Le changement de base (P") ci-dessus
transforme le vecteur des variables
étudiées (X), de covariance Cyxx, €n un
vecteur de variables (Z) dites
Composantes Principales (C.P.) et dont la
covariance est diagonale (Czz = L).

®): XP® zY=p"x"
®): 29 ® X :EZU)

ou l'on a utilisé I'exposant "®" pour
représenter les observations ou
réalisations (i) avec i=1,...,N.

Le systétme Z=P'X exprime en particulier
les C.P. (2) en fonction des variables de
départ (X). Ce systeme s'écrit, en
notations indicielles :

Zk® =Pjk O Xj @ (somme surj)

avec j,k = 1,...,K pour les variables, et
(H=1,...,N pour les observations (par
exemple ici K=2 et N=1000).



Montrons maintenant que l'on a bien
Czz =L, c'est-a-dire, que la covariance des
C.P. est bien la matrice diagonale L des
valeurs propres de Cix. En supposant les
variables centrées (pour simplifier...) :

Czz =<2Z">
<P™X(PTX)" >
<P™XX"P>
PT<XXT>P
PT Cxx P
PT(PLPT)P

L car P'P=l.

(CQFD).

Enfin, il est clair que la trace de la matrice
Cxx reste invariante aprés changement de
base. On adonc :

Trace(Cxy) = Trace(C) = Trace(L).

Selon que les variables de départ (X) sont
"brutes” ou "réduites”, on obtient ceci:

= Var.Brutes: Trace =S| ;=S s/ » 5ici.
= Var.Réduites: Trace = Sl ;= K = 2 ici.

Voir la trace de C,; calculée : on voit que
les propriétés ci-dessus sont satisfaites,
ce qui est évidemment rassurant (test du
programme de calcul des C.P).

4. Significations des CP brutes et
des CP normalisées (différences?)

Cette question est liée a la question 2 sur
les variables brutes/réduites. Brievement :

i) Les CP "brutes" sont obtenues en
diagonalisant la  matrice de
covariance des données brutes (X)

1)) Les CP "réduites" sont obtenues
en diagonalisant la matrice de
covariance des données réduites
(qui est aussi la matrice de
corrélation des données brutes...).

Les deux procédures ne donnent pas les
mémes résultats, comme on peut le
constater en examinant la matrice de
passage orthogonale P dans chaque cas.
Dans la feuille de calcul, la matrice P est
notée V en variables brutes et U en
variables réduites. On voit bien que V! U.
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En conclusion, I'ACP réduite n'est pas
équivalente a I'ACP brute. Les CP brutes
accordent le plus de poids aux variables
dont les fluctuations sont les plus grandes
dans les unités choisies. Les CP réduites
ne prennent en compte que les
corrélations, et non pas les intensités de
fluctuations, ni les différences induites par
le choix des unités; ce dernier point étant
un avantage dans le cas de variables
hétéroclites (débits, températures,...).

5. Formulation du systeme reliant
les CP aux variables brutes
(expression symbolique, numérique).

Voir la réponse a la question 3 (théorie), et
voir aussi I'Annexe "Diagonalisation”. On
en tire une relation sur les C.P. de la
forme Z=P'X, ou encore, dans les
notations de la feuille de calcul en
variables brutes :

70 = MT X ®

Ceci pour chaque observation (i). Pour
alléger la notation, (i) sera implicite dans
ce qui suit. Nous obtenons (cas bivarié):

\I, Zl :V11X1 +V21X2

|

TZZ :\/:I.ZXl +V22X2
D'ou finalement (application numérique) :

1 Z, =+0.9539X, +0.3001X,

|

1Z, =-0.3001X, +0.9539X,
La 1°® ligne de ce systéme définit la 1"
CP, et la 2 ligne la 2% CP, du moins
avant reclassement. En effet, la matrice

des valeurs propres donne (avant
reclassement):

CP1:1,=Var(Z,)) =0.7303 (15%)
CP2:1,=Var(Z,) = 4.4271 (85%)

soit respectivement 15% et 85% de la
variance totale. Noter que la 1" CP n'est
pas la plus grande.

En principe, il est conseillé d'achever la
mise en forme des calculs en reclassant
les CP par ordre décroissant, la plus
grande valeur propre en T (nous ne le
ferons pas dans cet exercice test).



6. Représentation graphique des CP
brutes dans le plan (x1,x2).

En faisant varier les observations (i), le
systeme ci-dessus définit un nuage de
points dans le plan (X1,X2) et/ou dans le
plan transformé des C.P. (Z1,22).

Pour obtenir I'équation des axes des CP,
ou axes principaux, il suffit d'écrire :

Axe CP1: Z,=0: X;»+0.314 X;
Axe CP2: Z:=0: X, »-3.180 X;

Une difficulté d'interprétation apparait
dans le cas ou les axes (X1,X2) sont
représentés avec une distortion graphique
(unités papier différentes suivant X1, X2).
Les axes (CP1,CP2) n'apparaissent pas
orthogonaux entre eux sur le graphique,
alors gu'ils le sont en unités réelles.

I suffit de retracer le nuage de points dans
le plan (X1,X2) sans distorsion des
échelles de longueurs pour se rendre
compte en effet que :

i) Les axes CP1l et CP2 définis
plus haut sont bien orthogonaux
entre eux (comme il se doit);

1)) Les points observations
apparaissent non corrélés dans le

repére des axes  principaux
(comme il se doit);
iii) De plus, comme (X1,X2) sont ici

conjointement gaussiens, les axes
(CP1,CP2) sont aussi les axes
principaux (grand et petit) des
ellipses de concentration
(isovaleurs) de la densité de
probabilité gaussienne de (X1,X2).

Pour comprendre et préciser ce dernier
point, il faut considérer la forme de la
densité bivariée gaussienne fy; x2(X1,X2) de
deux variables corrélées. On montre que
les isovaleurs d'équations fy;x2(X1,X2)=fo
constante sont bien des ellipses
déterminées par la matrice de covariance.’

3 Ce probléme est traité par ailleurs dans un Bureau
d'Etude. Voir cours/poly R.A (vecteurs gaussiens),
et H.Ventsel (Théorie des Proba., Moscou).
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7. Expressions des régressions
linéaires de x2/x1 et de x1/x2
(symboliquement, numériguement).

Formule classique de régression linéaire:

y=ExeHve=f+e

ou y* = a x + b représente l'estimation de y
(modéele linéaire), et e l'erreur d'estimation.
Le critére y* sans biais impose :

b=my -amy
et le critere de minimisation de variance
d'erreur, Min Var(e), donne :
a=TIxySy /Sx
Au total, la régression s'écrit :
y* = my + a (X-my)
et la variance d'erreur (a I'optimum) est :
sé = (1-r?%) sy?
Appliquons ces formules aux données:
i) Régression de X2/X1:

Xo» I S,lS1 X + 6,
X, » -0.995 x; -0.10 + e,
»-X;+ 6
avec Sg» OB » 1.7, d'ol:
lgoo » £1.28S o » 2.2,
l'intervalle de confiance a 80%
autour de y=x, ("verticalement").

ii) Régression de X1/X2:

Xi» T S1/S, X, + €
X1 » -0.258 x, -0.012 + e,
»-0.25 Xo+ eq
avec Sg » O3/2» 0.9, d'ou::
lgoo » £1.28S ¢ » 1.1,
l'intervalle de confiance a 80%
autour de y=x; ("horizontalement").

8. Représentation graphique des
régressions x2/x1 et x1/x2; sont-
elles confondues (pourquoi)?

Voir figure ci-jointe. Les droites de régression
ne sont pas confondues entre elles, et ne
coincident pas le grand axe de lellipse
(qu'elles encadrent). La régression X2/X1
donne une estimation optimale de X2
conditionnée par les observations de X1
(gelées). Idem et vice-versa pour X1/X2...
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ANNEXE DIAGONALISATION

Cette annexe traite de la diagonalisation d'une matrice (voir entre autres le Chap.1 du livre de Y. Saad,

1996)4 et en particulier de la diagonalisation de matrices de covariances ou de corrélations (qui sont par
construction symétriques définies-positives).

Matrices A et B similaires (similar matrices) et similarités (similarity transform) :
Les matrices A et B sont similaires si elles sont liées par une transformation:
B® A=pBP"*
Cette transformation représente la matrice B dans une autre base.
Elle préserve les valeurs propres| :
[ B ® | A =| B

Elle transforme les vecteurs propres V comme suit :

Ve® VA=P Vs
Le changement de base correspondant s'écrit, pour n'importe quel vecteur :
Usg® Ua=P Ug

Diagonalisation d'une matrice A:

Définition : Une matrice carrée A est diagonalisable ssi $ D diagonale : A=P D P*

Théoréme : Une conséquence de cette définition est que la matrice A de taille (KxK) est
diagonalisable ssi elle posséde K vecteurs propres linéairement indépendants :

A=PDP*'U AP=PD U AP;=1;P; (sans sommation sur )

Conséquence (corollaire) : On en déduit que les termes diagonaux | ; de la matrice diagonale D
représentent les valeurs propres de A, mais aussi que les vecteurs colonnes P; de la matrice P
représentent les vecteurs propres de A (j=1,...,K).

Diagonalisation d'une matrice symetrique définie-positive C :

Une matrice symétrique définie-positive C est toujours diagonalisable, et la matrice P est dans ce
cas une matrice orthogonale, véritablement "orthonormale" en fait (unitary matrix), telle que :

P'RP=PP"=]

On a donc les relations suivantes pour la matrice C :
C=PDP'"U D=R'CP U
CP=PD U CPj=I;P; (sans sommation sur )

On voit a nouveau que les vecteurs colonnes P; (j=1,...,K) de la matrice P sont les vecteurs
propres V¢ de la matrice C. Les vecteurs propres Vp de D, par construction, sont les vecteurs de
la base dans laquelle C est diagonalisée, et ils sont appelés "Composantes Principales” (C.P) de
la matrice C. Enrésume:

| c=Diag(D); Vc=Col(B) =P Vp; Vo=P"Vc
Conseéquences en analyse statistique multivariée (matrice de covarianceC) :
K variables:X b Covar(KxK):Cxx P Diag: D =P"CxxP P Comp.Princ.: Z=P"X

*Y. Saad, 1996: Iterative Methods for Sparse Linear Systems, PWS Publishing Company, Boston.
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FEU LLE DE RESULTATS DE CALCULS DE L' EXERCICE (I1):
RESULTATS DE CORRELATION & D AGONALI SATION oU " A. C. P" ( BI VAR EE)

Taille totale des vecteurs de données [x1],[x2]: N = 1000
Moyennes des vecteurs de données: nul, nu2 = -0.0138; +0.0037
Matri ce de covariance CX des données brutes [x1 x2] : CX =

1.0632 -1.0581
-1. 0581 4.0943

Matrice de covariance CY des données réduites [yl y2]: Cy=

1.0000 -0.5072
-0.5072 1. 0000

Matrice de rotation / diagonalisation des données brutes =
matrice des vecteurs propres [vl v2] = VX =

0.9539 -0.3001
+0. 3001 0. 9539

Matrice de rotation / diagonalisation des données reéduites
ou matrice des vecteurs propres [ul u2] = UY =

-0.7071 -0.7071
+0. 7071 -0.7071

Matrice de covariance CZ des CP "brutes" [zl z2]: CZ =

0. 7303 0. 0000
0. 0000 4.4271

Matrice de covariance CWdes C.P. "réduites" [wl w2]: CW=

1. 5072 0. 0000
0. 0000 0. 4928
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"ANALYSE BIVARIEE" : FIGURE INDICATIVE

ANALY SE CORRELATOIRE BIVARIEE :

VISUALISATION D' UNE PARTIE DES1000 PAIRES DE POINTS-OBSERVATIONS BRUTES[X1,X2].
Remarquer queles échelles des coordonnées sont trés distordues (rapport d'affinité 1/3 environ).
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X2) EN ECHELLES" PEU DISTORDUES" :

VISUALISATION DE LA CORRELATION BIVARIEE (X4,

AXES PRINCIPAUX, ELLIPSES DE CONCENTRATION, ET DROITES DE REGRESSION.

0, my=0 (N=100 POINTS).

MOMENTS THEORIQUEST =-05,5:=1,[5,=2 m
EN HAUT : VISUALISATION COMPLETE. EN BAS: DETAIL (ZOOM).
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VISUALISATION DE LA CORRELATION BIVARIEE (X3,X5) EN ECHELLES" PEU DISTORDUES" :

AXES PRINCIPAUX, ELLIPSES DE CONCENTRATION, ET DROITES DE REGRESSION.

=0

0m

MOMENTS THEORIQUEST =-0.5,5:=1,[s,= 1 m=

1000 POINTS (SEULEMENT 100 POINTS REPRESENTES GRAPHIQUEMENT).

N =

EN HAUT : VISUALISATION COMPLETE. EN BAS: DETAIL (ZOOM).
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RESULTATSSTATISTI QUES:.:
VALEURS NUMERIQUES OBTENUES POUR LESMOMENTS THEORIQUES

r =-05,5,=1,[5,= 4, m= 0,m=0 AvEC N = 1000 POINTS
(données gaussi ennes genér ées selon ces spécifications par le programme Matlab)

Total size of gaussian data vectors [x1],[x2]: ... N =
1000
I nput correl. coeff. of gaussian vectors [x1],[x2]: Rho =
- 0. 5000
Comput ed correl coefficient of gaussian vectors: rho =
-0.5072
I nput neans of gaussian vectors [x1],[x2]: ..M1l, M2 =
0
0
Conmput ed neans of gaussian vectors : ....nmul=...,nmu2 =
-0.0138
0. 0019
I nput std. dev. of gaussian vectors: ...Sigmal, Sigma2 =
1
1
Comput ed std. dev. of gaussian vectors: sigml=. ., signm2=
1.0311
1.0117
Covariance matrix of raw data [x1 x2] : .......... CX =

1. 0632 -0.5291
-0.5291 1. 0236

Covariance matrix of normalized data [x1 x2] : ... CY =
1. 0000 -0.5072
-0.5072 1. 0000

Raw data : Rotation matrix=ei genvectors [vl v2]: ..VX =
-0.7202 -0.6938
0.6938 -0.7202

Norm data: Rotation nmatrix=eigenvectors [ul u2]: ..Uy =
-0.7071 -0.7071
0.7071 -0.7071

Raw data: Covar matrix of principal conpon.[zl z2]:CZ =
1.5728 0. 0000
0. 0000 0.5139

Norm data: Covar matrix of principal conpon.[wl w2]:CW=
1.5072 0. 0000
0. 0000 0. 4928

Pentes des régressions |linéaires de x2/x1 (a2l1) et de x1/x2 (aa2l=1/al2):
-0.4976 -1.9347

10
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ANNEXE " MATLAB"

PROGRAMME TEST D'ANALYSE STATISTIQUE MULTIVARIEE & A.C.P
EN LANGUAGE MATLAB

% =_-==== ==== ==== e —————————
% STAT*ACP. M : Programme d' Anal yse Statistique Miultivariée et A C P.

% Ver.4 (20Mars00): Test bivari é de DEMO avec "données" générées en interne
0% === == == == ==

% Obj ectifs: CORRELATI ON ET REGRESSI ON MULTI PLES + ANALYSE EN COMPOSANTES PRI NCI PALES

0 === == == ==

% Aut eur : R ABABQU, depuis 1996+ (Cours d' Hydrol ogie Statistique, N7)

% e p— prm e ——_— s p———

% Dat es: Mars 1996 : Version # 0.0 (test prélinmnaire)

% 22 Fev.97 + 20 Jan. 2000: Version # 0.1 (test prélimnaire retouché)

% 24 Jan. 2000: Version # 0.2 (correction de plots (!) + axes ACP)

% e prs e —— s ——

% Features: -Commentaires: bi Ii ngual conments (french/angl ais)

% -Matl ab al gebra/statistics: cov(); eig();

% -Matlab 1/ 0O nodul es: di sp();

% -Matlab string operators : nun2str(); str2mat(S1,S2,...);

% - prspu e T T
clear all;

L0 T

% DONNEES D ENTREE POUR LA VERSI ON "DEMO' Bl VAR EE DE STAT*ACP (voir ci-dessous)
O = = m e e e e e e e e e e e e e e e deeaaaaas

% N_tot=1000; % Tot al nunber of points in stat.analyzis (usually < 10000)

% N_pl ot _nmax=100; % Max nunber of points displayed in plots (should be << 1000)
% Rho=-0.50; % Theoretical correlation coefficient, nust be in [-1,+1]

% Sigmal=1; Mil=0; % Theoretical nmean (mul) and std.dev. (sigmal) of X1

% Sigma2=1; Mi2=0; % Theoretical nean (nu2) and std.dev. (signma2) of X2
72
% NOTE ON SYNTAX OF I NPUT('string'): USE (°) INSTEAD OF (') WTH N CHARACTER STRI NGS

0/ = = = m m e e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
input (' Matlab program ACP*STAT. M by R Ababou (1996-2000) - TO CONTI NUE, PRESS RETURN...');
input (" Analyse statistique nultivariée et A.C.P : DEMO pour le cas bhivarié - RETURN...");

i nput (' On donnera ci-dessous | es nmonents bivari és des données gaussiennes - RETURN...");

N_tot=i nput (' ENTER total nunber of data points (X1, X2) to be analyzed (usually < 10000):"');
N_pl ot _max=i nput (* ENTER max nunber of points to be shown in plots (should be << 1000): ');
Rho=i nput (* ENTER theoretical correlation coefficient Rho in [-1,+1], for exanple -0.5: ");
Si gmal=i nput (' ENTER theoretical standard deviation (Sigml) of X1, for exanple 1.0 : ');
Si gma2=i nput (' ENTER theoretical standard deviation (Sigma2) of X2, for exanple 2.0 : '
Mul=i nput (" ENTER the theoretical mean (Mil) of X1, for exanple 0.0 : ');

Mu2=i nput (* ENTER the theoretical nmean (Mi2) of X2, for exanple 0.0 : ');

PDF2PLOT=1; % Option tracage el lipses (courbes iso-probabilités bivariées)
ncont our s=20; % Nonbre de contours/ellipses pour plots DdP et Proba (FdR)
vcontours=[0.05 0.10 0.20 0.50 0.80 0.90 0.95]; % Contours : |soval eurs de Proba (FdR)

N = N_tot; % Noter |'alias utilisé : équival ence N <====> N_t ot
Rho2=Rho* Rho; % Not ati on: Rho2 is the Squared Rho
L0 R
% Prem érement: CONSTRUCTI ON DE 2 VECTEURS D OBSERVATI ONS GAUSSI ENS ET CORRELES:
% ON UTI LI SE POUR CELA UN GENERATEUR DE NOVBRES ALEATO RES | NTERNE A MATLAB,
% "RANDN() ", QUI GENERE DES NOVBRES REELS ALEATO RES GAUSSI ENS NORMALI SES N(O, 1) .
L0 T
randn(' seed', 0); % Reset the seed at its startup val ue
xr=randn(N, 1); % Cenerate two normalized gaussian vectors
yr=randn(N, 1) ; % (xr) and (yr) for testing (or sinulation)

% CONSTRUCTI ON OF TWO CORRELATED VARI ABLES:

11
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Xx1=Mul+Si gmal* xr; % note that xr and yr are independent,
x2=Rho. *xr + sqrt(1-Rho2).*yr; %while x1 and x2 are now correl ated;
X2=Mu2+Si gma2* x2; % note that x1 and x2 are not nornulized.

O = = = m e e e e e e e e e e e e e e e
% FORVMATS: NOTER QUE X EST LE VECTEUR LI GNE DES 2 VARI ABLES (OU MATRI CE RECTANGLE AVEC
OBSERVATI ONS EN COLONNES)

L0 T

X=[x1 x2];
mul=nean(x1l); sigmal=std(x1l); % Estimated neans and standard devi ati ons
mu2=nmean(x2); sigm2=std(x2); % of each raw dataset, x1 and x2.

CX=cov(X); % 2x2 covariance matrix of raw data

rho=(CX(1, 2)/sigmal)/sigm2; %Estinated correlation coefficient

r ho2=r ho*r ho; % Square of estimated correl ation coeff.

var 1=si gnmal*si gnal; % Esti mated variance of x1

var 2=si gna2*si gna2; % Esti mated variance of x2

Cy=[ 1,rho ; rho,1] ; % 2x2 correlation matri x of raw data
% 2x2 covar matrix of nornuelized data)

[ VX, DX] =ei g( CX) ; % Ei genvectors and ei genval ues of CX

[ UY, DY] =ei g( CY) ; % Ei genvectors and ei genval ues of CY

v1=VX(:,1); v2=VX(:, 2);

vl=v1l./normvl); v2=v2./normv2);

VX=[ vl v2];

ul=uUvy(:,1); u2=Uv(:, 2);

ul=ul./normul); u2=u2./normu2);

Uy=[ul u?];

Wel=VX(1, 1) *x1+VX(2,1)*x2; % OK a un détail prés : renplacer xj=>(xj-muj) (j=1,2)
Wa2=VX(1, 2) *x1+VX(2, 2)*x2; % ceci afin d obtenir z1=z2=0 au point x1=mul et x2=nu2
z1=VX(1, 1) *(x1-mul) +VX(2, 1) *(x2-nmu2);
z2=VX( 1, 2) *(x1- mul) +VX( 2, 2) *(x2- mu2);
Z=[z1 z2]; % Conposantes Principales Brutes 1 et 2 (non classées ici)
CZ=cov(2); % Covari ance matri x of raw principal conponents

wl=UY(1, 1) *(x1-mul)/si gmal+UY(2, 1) *(x2-mu2)/si gna2;

w2=UY( 1, 2) *(x1-mul)/si gmal+UY(2, 2) *(x2- nmu2)/ si gna2;

WE[wL wW2]; % C. Principales Normalisées 1 et 2 (non classées pour |'instant)
CWecov(W; % Covariance matrix of normalized principal components

L0
% Troi si émement : REGRESSI ON LI NEAI RE S| MPLE DES VARI ABLES PRISES 2 A 2 :

% 2 VECTEURS D OBSERVATIONS X1, X2 ==> REG LIN. X2/ X1 ET REG LI N. X1/ X2

% (A COVPLETER PLUS TARD PAR DE LA REGRESSI ON MULTI PLE)
7S

% Formul e de régression sinple : Y-M=a* (X- MK +E

% Pente : a = Rho * sigmaY / signmaX

% Ordonnée a | 'origine : b=M-a* W

% Vari ance d' erreur : sigmaE**2 = (1-Rho**2) * sigmaY**2

% Régression de x2/x1 : x2 = a21*x1 + b2 + e2 => Estimx2) = a2l*x1 + b2
a2l=r ho*si gma2/ si gmal; b2=nu2-a2l1*mnul; sigma2E=sqrt((1-rho2))*sigm2;

% Régression de x1/x2 : x1 = al2*x2 + bl + el => Estim(x1l) = al2*x2 + bl
al2=r ho*si gmal/ si gma2; bl=nul-al2*nu2; sigmalE=sqrt((1-rho2))*sigmal;

% Régressi on de x1/x2 exprinée en ternmes de x2/x1 => x2 = aa2l*Estim(x1l) + bb2
aa2l = 1/al2; bb2 = -bl/al2;

O = = = e e e e e e e e e e e e e
% PREPARATI ON DES OUPUTS (PROVI SO RES -- PROGRAMVE TEST PRELI M NAI RE) :
0 T
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Ntot =N N plot = min(N_tot, N plot_max);

Qolttrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnd
S plot = nun2str(N_plot);
S Plot = str2mat(' # of points Nplot ="',S plot);
S Plot =[S Plot(1,:) S Plot(2,:)];
S tot = nunRstr(N_tot);
S Tot = str2mat(' # of points Ntotal = "',S tot);
S Tot =[S Tot(l,:) S Tot(2,:)];
T Title= str2mat (S _Tot,S Plot);
T Title= [T_Title(d,:) T_Title(2,:)]; %Produces a one line title
x1pl ot =x1(1: N_plot);
x2pl ot =x2(1: N_pl ot); % Data points to be displayed
x1m n=m n(x1pl ot); xlmax=nmax(xlplot);
x2m n=m n(x2pl ot); x2max=max(x2pl ot);
O = m e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ma =
% COLOR RASTER MAP AND LI NE CONTOUR PLOTS OF JO NT GAUSSIAN P.D.F AND C.D. F
% CARTE COULEUR RASTER ET | SOVALEURS DES D.D. P ET F. D. R GAUSSI ENNES Bl VARl EES

) = = s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e m .=

% Di mensions grille 2D pour inages raster
ML=51; M2=51;

% MLM2max=mex( ML, M2) ; ML=MLM2nax; M=MLM2max; % Pour évacuer pbs tabl eaux transposés(24Jan. 2000)
L1=x1nmax- x1nmi n; L2=x2max-x2m n;

% LiL2max=max (L1, L2); L1=L1L2max; L2=L1L2max; % Pour évacuer pbs tabl eaux transposés(Jan. 2000)
Dx1=L1/ (ML-1); Dx2=L2/(M2-1); % Avec ces ajouts, on aura(it) Dx1=Dx2 par construction

% Correction erreur programmuation/plot, a partir d'ici et plus bas: x1l==>x1grid etc(24Jan2000)
x1grid=[0: 1: ML-1]; x1grid=x1m n+(Dx1.*x1grid);
x2grid=[0: 1: M2-1]; x2gri d=x2m n+(Dx2. *x2gri d); % xj grid: vecteur de coord./axe 1D
[ Xdgrid, X2gri d] =meshgri d(0: 1: M- 1, 0: 1: M2-1); % Xjgrid: matrice de coord./grille 2D
X1gri d=x1m n+(Dx1.*Xlgrid);
X2gri d=x2m n+(Dx2. *X2gri d);

L7
% X1grid=Xlgrid'; X2grid=X2grid'; % Transposées ou non, selon version Matl ab: ATTENTI ON!

XX1grid= (X1grid-mul)/sigmal;, % Use "./" or "/" (depending on Matlab version)
XX2grid= (X2grid-mu2)/sigma2;

X1X2gri d=XX1gri d. *XX2gri d;

XX1grid= XX1gri d.*XX1lgri d;

XX2grid= XX2gri d. * XX2gri d;

% CALCUL DE LA DDP (PDF) BI VARI EE SUR LA GRI LLE BI DI MENSI ONNELLE

% ...A COMPLETER PAR LE CALCUL DES ELLI PSES DE PROBABILITE (...)

% Voi r inputs+haut: ncontours=20; % Nonbre de contours/ellipses: DdP + Proba(FdR)

% Voi r i nputs+haut: vcontours=[0.05 0.10 0.20 0.50 0.80 0.90 0.95]; % Contours: Proba
cstant = 2*pi *si gmal*si gma2*sqrt (1-rho2);
pdf 2Dgrid= -0.5 * (XXlgrid - 2*rho*X1X2grid + XX2grid) / (1-rho2);
pdf 2Dgri d= exp(pdf 2Dgri d)/cstant;

% Pour référence, rappelons que la F.d.R (C.D.F) gaussi enne univariée est:

% s2=1/sqrt(2); cdf1D=0.5*(1+erf(s2.*(Xlgrid-nul)./sigmal));

% Equati ons des axes princi paux "bruts" (axes des CP en variables brutes: voir Z + haut):
% Eq. de |'axe principal "CP1" (z1) dans le repéere (x1,x2) ( Droite z2=0)

yCP1=Mu2- (VX(1, 2).*(x1grid-Mul))./VX(2,2); % Correction par Mil et Mi2 (OK c'est fait)
% Eq. de |'axe principal "CP2" (z2) dans le repére (x1,x2) ( Droite z1=0 )

yCP2=Mu2- (VX(1, 1).*(x1grid-Mil))./VX(2,1); % Correction par Mil et Mi2 (OK c' est fait)

% EQUATI ONS DES DRO TES DE REGRESSI ON LI NEAI RES ( CALCULEES PLUS HAUT, EN VARI ABLES BRUTES):
X2REGx2x 1 ( a21*x1grid) + b2 ; %Droite de régression de x2/x1.
x2REGx1x2 (aa21*x1grid) + bb2 ; %Droite de régression de x1/x2 (exprinée en x2/x1).
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% We use Matlab's new plot options >> plot(x,y,'LineSTyle',".","Marker','o',"Color',"'r");
% FI GURE(1): OPENI NG A NEW FlI GURE FOR RASTER COLOR MAP (W TH LI NE CONTCOURS)

figure;
colormap(' hot'); % Choosing a col ormap
pcol or (x1gri d, x2gri d, pdf 2Dgrid), % Pi xel color plot (works |ike SURF)
hol d on, % | nterversion of xlgrid,x2grid may be needed (CAUTI ON')
%eont our (x2gri d, x1gri d, pdf 2Dgri d, vcontours, ' k-"),
% Thi s adds sel ected contours to pix map
%Mol d on,
% cont our (x2gri d, x1gri d, pdf 2Dgri d, ncontours, ' k--"),
% Thi s adds nmany contours (automatic)
% hol d on, % Sone avail abl e col ors are: k=bl ack, y=yel | ow, g=gr een, c=cyan

pl ot (x1pl ot, x2plot,' LineStyle',"."," Marker',' o', '"Color','m);
% Plot a cloud of points '.' or 'o'
pl ot (x1grid,yCP1, "' LineStyle' ,'-',"Color',"'b");
pl ot (x1grid,yCP2,"' LineStyle','-',"Color',"'b");
pl ot (x1grid, x2REGx2x1, "' LineStyle','-',"Color','g"');
pl ot (x1grid, x2REGx1x2,"' LineStyle','-',"Color',"'g');
hol d of f; % Avai |l abl e LineStyles: .=dots/null,--=dashed, -=solid
title(T_Title); xlabel ("X );ylabel ("Y' ); % dder command: plot(...,"'LineStyle','0");
shadi ng(' faceted'); % Shadi ng options (faceted, flat, interp)
col or bar; % Di spl ay the col orbar inside the figure
col or nenu; % Di spl ay col ormenu on top of figure w ndow
axi s equal ; % Plot with equal tick marks (true x,y scal es)

% pause(5);

% FI GURE(2) SUPPRI MEE: OPENI NG A SECOND NEW FI GURE FOR A 2ND RASTER COLOR MAP

R R (W TH LI NE CONTOURS+TRUE SCALE)

% figure;

% col ormap(' hot'); % Choosi ng a col ornap

% pcol or (x1gri d, x2gri d, pdf 2Dgrid), % Pixel color plot (works |ike SURF)

% hol d on, % | nt erchange of x1grid, x2grid may be needed (CAUTI ON!)

%cont our (x2gri d, x1gri d, pdf 2Dgri d, vcontours,'k-"), % Add sel ected contours to pixel plot
%ol d on,

% cont our (x2gri d, x1gri d, pdf 2Dgri d, ncontours, 'k--"), % Add a nunber of contours (autonatic)
% hold on, % Sonme avail able colors are : k=bl ack, y=yel | ow, g=gr een, c=cyan

% pl ot (x1pl ot, x2pl ot,"' LineStyle',"."'," Marker',"'o', '"Color','m);

%% ot a cloud of points '.' or 'o'

% pl ot (x1grid, yCP1,'LineStyle','-'","Color',"'b");

% pl ot (x1grid, yCP2,'LineStyle','-","Color',"'b");

% pl ot (x1grid, x2REGx2x1, ' LineStyle','-',"Color','g");

% pl ot (x1grid, x2REGx1x2, ' Li neStyle',"'-"," Color',"'g");

% hol d of f; % Avai |l abl e LineStyles: .=dots/null,--=dashed, -=solid
%title(T_Title); xlabel ("X );ylabel ("Y' ); %O der comuand: plot(...,"'LineStyle','0');
% shadi ng(' faceted'); % Shadi ng options (faceted, flat, interp)

% col or bar; % Di splay the colorbar inside the figure

% col or menu; % Di spl ay colornenu on top of figure w ndow

% axis imge; % Plot within a box containing ALL data points (AND with true equal x,y scal es)
%pause(5);

% FI GURE(3): OPENI NG A NEW FI GURE FOR LI NE CONTQUR PLOT (W THOUT COLOR NMAP)

figure;
%cont our (x2gri d, x1gri d, pdf 2Dgri d, vcontours, ' k-"),
%ol d on,

contour (x1grid, x2gri d, pdf 2Dgri d, ncont ours),
% nt erchange of x1,x2 may be needed: CAUTI ON!

hol d on,
% This plots a cloud of points '.' or 'oQ
pl ot (x1pl ot, x2pl ot, ' LineStyle',"."',"Marker'," 0", " Color',"'g");
pl ot (x1grid,yCP1, "' LineStyle','-',"Color',"'b");
pl ot (x1grid, yCP2,"' LineStyle','-","Color',"'b");
pl ot (x1grid, x2REGx2x1,"' LineStyle','-","Color',"'r');
pl ot (x1grid, x2REGx1x2,"' LineStyle','-","Color','r"');
hol d off;
title(T_Title);
xl abel (" X');ylabel ("Y');
grid on;
axi s equal; % Plot with equal tick marks (true x,y scal es)
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% pause(5);

% FI GURE(4): OPENI NG A SECOND NEW FI GURE FCR LI NE CONTOUR PLOT

%--------- (W THOUT COLOR MAP AND W TH TRUE SCALES)
figure;

%cont our (x2gri d, x1gri d, pdf 2Dgri d, vcontours, ' k-"),

%tol d on,

contour (x1grid, x2gri d, pdf 2Dgri d, ncont ours),
% | nt erchange of x1,x2 may be needed: CAUTI ON!

hol d on,

pl ot (x1pl ot, x2pl ot, ' LineStyle',"'."', " Marker',"0o',"Color',"'g");
% This plots a cloud of points '.' or '0'

pl ot (x1grid,yCP1, "' LineStyle','-',"Color',"'b");

pl ot (x1grid, yCP2,"' LineStyle','-","Color',"'b");

pl ot (x1grid, x2REGx2x1,"' LineStyle','-","Color','r');

pl ot (x1grid, x2REGx1x2,"' LineStyle','-","Color','r"');

hol d off;

title(T_Title);

xl abel (" X');ylabel ("Y');

grid on;

axis image; % Plot within a box containing ALL data points (AND with true equal x,y scales)
% pause(5);

% OUTPUTS STATI STI QUES NON- GRAPHI QUES : MOVENTS UNI +BI VARI ES, COWP. PRI NCI PALES, ETC
7

di sp(' Total size of gaussian data vectors [x1],[x2]: ... N="); disp(N);
disp(' Input correl coeff of gaussian vectors [x1],[x2]: Rho = "'); disp(Rho);
di sp(' Conputed correl coefficient of gaussian vectors: rho = "'); disp(rho);
di sp(' Input neans of gaussian vectors [x1],[x2]: ..Mi1l, M2 =");

di sp(Mul); di sp(M2);

di sp(' Conputed nmeans of gaussian vectors : ....mul=...,nmu2 =");

di sp(mul); di sp(nmu2);

di sp(' Input std.dev. of gaussian vectors: ...Sigml, Sigm2 = "');

di sp(Si gmal); di sp(Signma2);

di sp(' Conputed std.dev. of gaussian vectors: sigmal=..,sigm2=");

di sp(sigml);di sp(sigm2);

di sp(' Covariance matrix of raw data [x1 x2] : .......... CX ="'); disp(CX);
di sp(' Covariance matrix of normalized data [x1 x2] : ... CY ="); disp(CY);
di sp(' Raw data : Rotation nmatrix=eigenvectors [vl v2]: ..VX ="); disp(VX);
di sp(' Normdata: Rotation matrix=eigenvectors [ul u2]: ..Uy ="); disp(UY);
di sp(' Raw data: Covar matrix of principal conpon.[zl1l z2]:CZ ="); disp(C2);

di sp(* NornData: Covar matrix of principal conpon.[wlL w2]:CW="); disp(CW;
disp(' Pentes des régressions |inéaires x2/x1 (a2l) et x1/x2 (aa2l=1/al2): ');...
di sp([ a2l aa2l]);

% -_-==== =-=== =-=== ===

% REMARQUES FI NALES :

L0 T

% 1) Z est la matrice des Conposantes Principales z1,z2 (vecteurs),

% conbi nai sons |inéaires des vecteurs d' observations x1 et x2.

% 2) Ayant invoqué cov(Z), on peut vérifier que les C.P. ne sont pas

% corrél ées entre elles : vérifier donc que cov(Z) est bien la

% nmatrice di agonal e DX contenant, comme ternes diagonaux, |les

% val eurs propres de la matrice CX

% 3) Avant de continuer |'analyse en terme de C.P., reclasser les C.P. par

% ordre d'inportance décroi ssante, en reclassant |les valeurs propres

% correspondantes de la plus grande a |la plus petite en val eur absol ue.
% - prspu e T T
% bbby syt
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